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Resumen
Se presenta en forma detallada el modelo de contra-rotacio´n para el estu-
dio de discos delgados magnetosta´ticos, axialmente sime´tricos sin presio´n
radial. Se encuentra una condicio´n general para las velocidades tangen-
ciales de contra-rotacio´n, indispensable para evaluar el tensor de energ´ıa-
momento superficial del disco como la superposicio´n de dos fluidos per-
fectos cargados en contra-rotacio´n, as´ı como expresiones para la den-
sidad de energ´ıa, la presio´n y la densidad de corriente de los fluidos
contra-rotantes. Se muestra que esta condicio´n se satisface cuando los
fluidos contra-rotantes circulan con velocidades iguales y opuestas si-
guiendo electro-geode´sicas. Se presentan tres ejemplos espec´ıficos donde
se obtienen modelos de contra-rotacio´n bien comportados, basados en
soluciones simples de las ecuaciones de Einstein-Maxwell.
1. Introduccio´n
Uno de los problemas relevantes en la Teor´ıa General de la Relatividad es la
obtencio´n de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein correspondientes
a configuraciones de materia f´ısicamente aceptables. Sin embargo, la obtencio´n
de soluciones exactas es un problema altamente complejo, cuya solucio´n sola-
mente ha sido posible en casos simples, altamente sime´tricos. Dentro de este
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contexto se han desarrollado algunas te´cnicas para la obtencio´n de solucio-
nes exactas que, adema´s de reproducir resultados conocidos, tambie´n generan
nuevas soluciones. Una de estas te´cnicas consiste en la obtencio´n de soluciones
estacionarias o esta´ticas de las ecuaciones de Einstein que describan discos
relativistas.
Estos discos son de gran intere´s en astrof´ısica, ya que pueden aplicarse al mo-
delamiento de galaxias, distribuciones discoidales de polvo y universos. Este
tipo de soluciones fueron estudiadas por primera vez por Bonnor y Sackfield
[1], quienes obtuvieron discos esta´ticos sin presio´n. Posteriormente, Morgan y
Morgan obtuvieron discos esta´ticos con y sin presio´n radial [2, 3]. En relacio´n
con el colapso gravitacional, Chamorro, Gregory y Stewart obtuvieron solucio-
nes discoidales [4]. As´ı, un conjunto de soluciones exactas de las ecuaciones de
Einstein, que corresponden a discos esta´ticos y estacionarios con o sin presio´n
radial, han sido estudiadas por diversos autores [6-15].
En el caso de discos esta´ticos sin presio´n radial, los cuales pueden constru-
irse partiendo de soluciones de Weyl, existen dos interpretaciones general-
mente aceptadas. La estabilidad de estos modelos se puede explicar ya sea
suponiendo que existen esfuerzos en la direccio´n tangencial o suponiendo que
las part´ıculas sobre el plano del disco se mueven bajo la accio´n de su propio
campo gravitacional de tal forma que el mismo nu´mero de part´ıculas se mueve
en sentido horario y antihorario. Esta interpretacio´n, el modelo de contra-
rotacio´n, o Counter-Rotating Model (CRM), se emplea frecuentemente, pues
resulta conveniente para reproducir efectos rotacionales reales. Aunque esta
interpretacio´n puede tomarse como un recurso operacional, existe evidencia
observacional de discos conformados por fluidos de materia rotante y contra-
rotante [16, 17].
El estudio de fuentes discoidales en presencia de campo magne´tico tambie´n
es de gran intere´s astrof´ısico, puesto que se ha sen˜alado que la existencia de
campos magne´ticos en la nube primitiva de plasma que origina objetos es-
telares como galaxias y estrellas, permanece despue´s de que los objetos han
sido formados. Se dice que las l´ıneas de fuerza magne´ticas esta´n congeladas
dentro del fluido. Desde luego, este campo puede desempen˜ar diversos papeles
en astrof´ısica. La presencia de campos magne´ticos ejerce una gran influencia
sobre la estructura y evolucio´n de estos discos. Recientemente se han con-
siderado modelos de discos para espacio-tiempos axialmente sime´tricos con
campos magne´ticos [18]. De acuerdo con la referencia [19], los discos resultan-
tes pueden interpretarse ya sea como anillos con corriente y presio´n interna o
como la superposicio´n de dos fluidos contra-rotantes que circulan a lo largo de
electrogeode´sicas.
Discos Relativistas magnetosta´ticos contra-rotantes 39
El objetivo de este art´ıculo es presentar un estudio detallado del modelo de
contra-rotacio´n para discos magnetosta´ticos axialmente sime´tricos sin presio´n
radial. Para este efecto, en la seccio´n 2 se presenta un resumen del procedi-
miento para obtener discos delgados magnetosta´ticos axisime´tricos. Se obtie-
nen expresiones para el tensor de energ´ıa-momento superficial y la densidad
de corriente magnetosta´tica del disco. Seguidamente, en la seccio´n 3, los discos
son interpretados en te´rminos del CRM. Se encuentra una condicio´n sobre las
velocidades tangenciales de contra-rotacio´n, indispensable para evaluar el ten-
sor de energ´ıa-momento del disco como la superposicio´n de dos fluidos de polvo
cargados contra-rotantes. Despue´s se muestra que esta condicio´n se satisface
si los dos fluidos se mueven siguiendo l´ıneas electrogeode´sicas con velocidades
tangenciales iguales y opuestas. Tambie´n se encuentran expresiones anal´ıti-
cas para la densidad de energ´ıa, la densidad de corriente y las velocidades de
contra-rotacio´n de los fluidos. En las secciones 4-6 se presentan tres ejemplos
espec´ıficos, basados en soluciones simples a las ecuaciones de Einstein-Maxwell,
donde se obtienen modelos de contra-rotacio´n bien comportados. En la seccio´n
final, seccio´n 7, se resumen los resultados principales.
2. Discos relativistas magnetosta´ticos
La me´trica ma´s simple para describir espacio-tiempos esta´ticos axialmente
sime´tricos es el elemento de l´ınea de Weyl
ds2 = e−2Φ[r2dϕ2 + e2Λ(dr2 + dz2)] − e2Φdt2 , (2.1)
donde Φ y Λ son funciones de r y z solamente. Para restringir el potencial
electromagne´tico a la descripcio´n de un campo magne´tico puro y axialmente
sime´trico el potencial Aa se escoge como
Aa = A(r, z)δϕa , (2.2)
con lo cual las componentes no nulas del tensor de Maxwell son
Fϕz = −A,z , Frϕ = A,r . (2.3)
Para la me´trica (2.1) las ecuaciones de Einstein-Maxwell en presencia de cam-
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Para obtener una solucio´n de (2.4) que represente un disco delgado en z = 0,
suponemos que el tensor me´trico es continuo a trave´s del disco, pero que sus
primeras derivadas presentan discontinuidades en el plano z = 0, de modo
que se obtiene un tensor de energ´ıa-momento T ba = Q
b
a δ(z) y una densidad
de corriente planar ia = 2F azδ(z), donde δ(z) es la funcio´n delta de Dirac
con soporte en el disco y Qab es el tensor de energ´ıa-momento distribucional.
El “verdadero” tensor de energ´ıa momento superficial (SEMT) del disco, Sba,
puede obtenerse mediante la relacio´n Sba = e
Λ−ΦQba. Similarmente la densidad
de corriente se obtiene como ja = eΛ−Φia [5, 15, 18].
Para la me´trica (2.1), las componentes no-nulas de Sba son
S00 = 2e
Φ−Λ {Λ,z − 2Φ,z } , (2.5a)
S11 = 2e
Φ−ΛΛ,z , (2.5b)
y la densidad de corriente es
jϕ = −2eΦ−ΛA,z, (2.6)
donde todas las cantidades se evalu´an en z = 0+.
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Con una te´trada ortonormal eaˆb = {V b,W b, Xb, Y b}, donde




(0, 1, 0, 0) , (2.7b)
Xa = eΦ−Λ(0, 0, 1, 0) , (2.7c)
Y a = eΦ−Λ(0, 0, 0, 1) , (2.7d)
podemos escribir la me´trica y el tensor de energ´ıa-momento superficial en las
formas cano´nicas
gab = −VaVb +WaWb +XaXb + YaYb , (2.8a)
Sab = ²VaVb + pϕWaWb , (2.8b)
donde
² = −S00 , pϕ = S11 , (2.9)
son la densidad de energ´ıa y la presio´n acimutal del disco.
3. El modelo de contra-rotacio´n
En esta seccio´n se considera, de acuerdo con las referencias [21] y [22], que el
tensor de energ´ıa-momento superficial Sab (SEMT) y la densidad de corriente
ja pueden ser expresados como la superposicio´n de dos fluidos perfectos car-
gados contra-rotantes que circulan en direcciones opuestas. Esto significa que
se hacen las siguientes suposiciones:
Sab = Sab+ + S
ab
− , (3.1a)
ja = ja+ + j
a
−, (3.1b)
donde las cantidades del lado derecho son, respectivamente, el SEMT y la
densidad de corriente de los fluidos contra-rotantes.
Sean Ua± = (U0±, U1±, 0, 0) los vectores velocidad de los dos fluidos contra-
rotantes. Para hacer la descomposicio´n (3.1a) y (3.1b) se proyectan los vectores
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velocidad sobre la te´trada eaˆb, usando las relaciones [23]










Con la te´trada (2.7) es posible escribir
Ua± =
V a +U±W a√
1−U2±
, (3.3)
donde U± = U 1ˆ±/U 0ˆ± son las velocidades tangenciales de los fluidos con respecto
a la te´trada.
Utilizando (3.3), el tensor de energ´ıa-momento sobre la superficie del disco














b− + Ua−U b+)
(U+ −U−)2 ,
donde
f(U1,U2) = ²U1U2 + pϕ . (3.4)
Para expresar el SEMT en la forma (3.1a), el te´rmino mixto debe desapa-
recer, as´ı que las velocidades tangenciales de contra-rotacio´n debera´n estar
relacionadas mediante la expresio´n
f(U+,U−) = 0 , (3.5)
donde se ha supuesto que |U±| 6= 1. En consecuencia, el SEMT Sab puede
expresarse como la superposicio´n de dos fluidos perfectos en contra-rotacio´n
si, y so´lo si, la ecuacio´n anterior admite una solucio´n tal que U+ 6= U−.
En este caso el SEMT puede escribirse como en (3.1a),
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donde












²+ + ²− = ² − pϕ, (3.7c)
p+ + p− = 0. (3.7d)
No´tese que las densidades de energ´ıa contra-rotantes ²± y las presiones p± no
quedan definidas un´ıvocamente mediante las relaciones anteriores, au´n para
valores definidos de U±.
Para obtener dos fluidos contra-rotantes es indispensable tomar p+ = p− = 0.











donde σ± son las densidades de carga en reposo de los fluidos contra-rotantes









Para analizar la estabilidad del disco en caso de perturbaciones radiales es
importante tener en cuenta la condicio´n de estabilidad,
d(h2)
dr
> 0 , (3.11)
la cual es una extensio´n del criterio de estabilidad de Rayleigh para un fluido
en reposo en un campo gravitacional(ve´ase, por ejemplo, [24]). En la expresio´n
anterior h es el momento angular espec´ıfico para una part´ıcula que rota a un
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La condicio´n (3.5) no determina los U± un´ıvocamente, as´ı que existe cierta
libertad en la eleccio´n de Ua±. Una posibilidad comu´nmente utilizada consiste






± = −σ±FraUa±. (3.13)
Sean ω± = U1±/U0± las velocidades angulares de las part´ıculas. Sustituyendo
(3.3), (3.8) y (3.10) en (3.13), se sigue que
g11,rω











No´tese que el par de fluidos geode´sicos circulan con velocidades iguales y
opuestas.
Para verificar que las velocidades de los fluidos geode´sicos esta´n de acuerdo
con (3.5), es necesario calcular f(U+,U−). En te´rminos de ω± se obtiene






Ahora bien, utilizando las ecuaciones de Einstein-Maxwell (2.4) y las expre-
siones (2.5) para el SEMT y la densidad de corriente, se puede demostrar que,






como suele suponerse en los trabajos concernientes a modelos de discos en
contra-rotacio´n.
Tenemos, entonces, dos fluidos de polvo contra-rotantes con iguales densidades









²− pϕ , (3.19)
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Como puede verse, se han determinado todas las cantidades involucradas en el
modelo de contra-rotacio´n para el caso de discos magnetosta´ticos axialmente
sime´tricos.
4. CRM para discos tipo Reissner-Nordstro¨m
Una solucio´n sencilla del sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell (2.4) es






















donde a = m/k, b = e/k, con k2 = m2 − e2, de modo que a2 = 1 + b2.
Aqu´ı m y e son la masa y la carga, respectivamente, x e y son las coordenadas




r2 + (z + z0 + k)2 +
√
r2 + (z + z0 − k)2, (4.2a)
2ky =
√
r2 + (z + z0 + k)2 −
√
r2 + (z + z0 − k)2. (4.2b)
No´tese que el origen ha sido desplazado del eje z a z0.
A partir de las expresiones anteriores pueden calcularse las cantidades f´ısicas
asociadas al disco. Sea ²˜ = k², p˜ϕ = kpϕ; entonces
²˜ =
4y¯(x¯2 − 1)(ax¯+ y¯2)
(x¯+ a)2(x¯2 − y¯2)3/2 , (4.3)
p˜ϕ =
4x¯y¯(1− y¯2)
(x¯+ a)(x¯2 − y¯2)3/2 , (4.4)
jϕ = − 2
√
2bx¯(1− y¯2)
(x¯2 − y¯2)1/2(x¯+ a) , (4.5)
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donde x¯ y y¯ esta´n dadas por
2x¯ =
√
r˜2 + (α+ 1)2 +
√
r˜2 + (α− 1)2, (4.6a)
2y¯ =
√
r˜2 + (α+ 1)2 −√r˜2 + (α− 1)2, (4.6b)
con r˜ = r/k, α = z0/k y α > 1.
Para estudiar el comportamiento de estas cantidades f´ısicas sobre el disco se
realizo´ un ana´lisis gra´fico, tomando diferentes valores para los para´metros α
y b. Se observo´ que la densidad de energ´ıa presenta un ma´ximo en r˜ = 0 y
luego disminuye ra´pidamente con r˜. Igualmente se observo´ que la presencia
de campo magne´tico provoca la disminucio´n de la densidad de energ´ıa en las
regiones centrales del disco. Por otro lado, la presio´n acimutal p˜ϕ aumenta
ra´pidamente a medida que uno se aleja del centro del disco, alcanzando un
ma´ximo para luego disminuir ra´pidamente. Se noto´ tambie´n que el campo
magne´tico disminuye la presio´n en todas las regiones del disco. La corriente
jϕ, al igual que la densidad de energ´ıa, tiene un ma´ximo hacia el centro del
disco y luego decrece.
Seguidamente se considero´ el CRM para los mismos valores de los para´me-
tros. Es preciso apuntar que todas las cantidades relevantes tambie´n pueden
presentarse en forma anal´ıtica, partiendo de las expresiones anteriores, pero
el resultado es tan engorroso que resulta ma´s conveniente comentar su com-
portamiento. Con base en un ana´lisis gra´fico de las curvas de velocidad de los
fluidos contra-rotantes U2 como funciones de r˜, se observo´ que e´stas se incre-
mentan ra´pidamente en la regio´n central del disco y alcanzan un ma´ximo, para
luego decrecer mono´tonamente. Tambie´n pudo verificarse que la presencia de
campo magne´tico atenu´a el comportamiento relativista de los discos. Se pudo
observar tambie´n que los discos se hacen menos relativistas con incrementos
en el valor de α, y que los discos con α < 1 no pueden construirse empleando
el CRM, debido a que U2 > 1.
Para el momento angular espec´ıfico h2 de los fluidos contra-rotantes, para los
para´metros elegidos, se obtuvieron funciones mono´tonas crecientes de r˜ que
corresponden a modelos de contra-rotacio´n estables para los discos. Sin em-
bargo, el CRM no puede aplicarse para b = 4,0. En consecuencia, la presencia
de campo magne´tico puede hacer inestable el CRM contra perturbaciones ra-
diales. Finalmente, las curvas de las densidades de masa ²± y las densidades de
carga (σm±) de los dos fluidos presentan un ma´ximo hacia el centro del disco
y luego decrecen mono´tonamente. En consecuencia, los CRM construidos a
partir de estos valores de los para´metros son bien comportados.
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5. CRM para discos tipo Taub-NUT





x2 + 2ax+ 1
]
, (5.1a)









con a2−b2 = 1 y x e y son, nuevamente, las coordenadas esferoidales prolatas,
dadas previamente por las ecuaciones (4.2a) y (4.2b).
Las cantidades f´ısicas asociadas al disco pueden escribirse, en este caso, como
²˜ =
8y¯[x¯(ax¯3 − 3ax¯− 2) + y¯2(2x¯3 + 3ax¯2 − a)]
(x¯2 − 1)(x¯2 + 2ax¯+ 1)2 , (5.2)
p˜ϕ =
16x¯y¯(1− y¯2)
(x¯2 − 1)(x¯2 + 2ax¯+ 1) , (5.3)
jϕ = −4
√
2bx¯(1− y¯2)(x¯2 − y¯2)
(x¯2 − 1)(x¯2 + 2ax¯+ 1) , (5.4)
donde x¯ y y¯ esta´n dadas por las ecuaciones (4.6a) y (4.6b).
Nuevamente se hara´ un breve comentario de los resultados analizados a partir
de las gra´ficas para esta solucio´n, en las cuales se observa que estos discos
tienen un comportamiento similar al caso anterior. Estos modelos de contra-
rotacio´n son ma´s relativistas que los construidos a partir de la solucio´n tipo
Reissner-Nordstro¨m. Encontramos tambie´n que los discos con b = 0,5, α = 1,5
no pueden construirse a partir del CRM porque U2 > 1. Tambie´n se verifica
que la presencia de campo magne´tico puede contribuir con la inestabilidad del
CRM en caso de perturbaciones radiales. De modo que el CRM no puede apli-
carse para b = 3. Las restantes funciones tienen, tambie´n, un comportamiento
similar al de la solucio´n analizada previamente.
6. CRM para discos tipo Kerr
A continucio´n se presenta el modelo de discos contra-rotantes generado a partir
de una solucio´n tipo Kerr. Una solucio´n tipo Kerr del conjunto de ecuaciones
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de Einstein-Maxwell (2.4) puede escribirse as´ı:
Φ = ln
[
a2x2 − b2y2 − 1
(ax+ 1)2 − b2y2
]
, (6.1a)
Λ = 2 ln
[







a(a2x2 − b2y2 − 1) , (6.1c)
con a2−b2 = 1 y x e y son, una vez ma´s, las coordenadas esferoidales prolatas,
dadas por las ecuaciones (4.2a) y (4.2b).
Las cantidades f´ısicas asociadas al disco pueden escribirse, en este caso, como
²˜ =
8a4y¯
(a2x¯2 − b2y¯2 − 1)2[(ax¯+ 1)2 − b2y¯2]2
{
(x¯2 − y¯2)[a(x¯2 − 1)[(ax¯+ 1)2+
b2y¯2]− 2b2x¯(ax¯+ 1)(1− y¯2)]−
2x¯(x¯2 − 1)(1− y¯2)[(ax¯+ 1)2 − b2y¯2]}, (6.2)
p˜ϕ =
16a4x¯y¯(x¯2 − 1)(1− y¯2)
(a2x¯2 − b2y¯2 − 1)2[(ax¯+ 1)2 − b2y¯2] , (6.3)
jϕ = −2
√
2a4by¯(x¯2 − 1)(1− y¯2)(x¯2 − y¯2)[(ax¯+ 1)(3ax¯+ 1) + b2y¯2]
(a2x¯2 − b2y¯2 − 1)3[(ax¯+ 1)2 − b2y¯2] , (6.4)
donde x¯ y y¯ esta´n dadas por las ecuaciones (4.6a) y (4.6b).
La densidad de energ´ıa tiene un comportamiento opuesto al mostrado en el ca-
so anterior. Esto es, cerca de la regio´n central del disco e´sta incrementa cuando
el campo magne´tico es aplicado. Las otras cantidades tienen un comportamien-
to similar al de los casos precedentes. No obstante, la corriente magnetosta´tica
a partir de cierto r toma valores negativos. Estos CRM son ma´s relativistas
que los considerados anteriormente. No´tese que los discos con b = 0,5 y α = 1,4
no pueden obtenerse a partir del modelo de contra-rotacio´n porque U2 > 1.
Tambie´n puede observarse que la presencia de campos magne´ticos, en este
caso, puede estabilizar el CRM contra perturbaciones radiales. De modo que,
solamente los CRM con b = 1,0, y 1,5 se comportan satisfactoriamente.
7. Discusio´n de resultados
Hemos presentado un estudio detallado del modelo de contra-rotacio´n para
discos delgados magnetosta´ticos, axialmente sime´tricos sin presio´n radial. En
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este ana´lisis se encontro´ una condicio´n general para las velocidadaes tangen-
ciales de los fluidos contra-rotantes. Esta condicio´n es requerida para poder
evaluar el tensor de energ´ıa-momento superficial del disco, de tal forma que
su interpretacio´n pueda ser tomada por la superposicio´n de dos fluidos per-
fectos contra-rotantes debidamente cargados. Se obtuvieron expresiones para
las cantidades f´ısicas de los fluidos contra-rotantes. Esto es, se hallaron ex-
presiones para la densidad de energ´ıa, la presio´n y la densidad de corriente
magnetosta´tica de los fluidos contra-rotantes en te´rminos de la densidad de
energ´ıa, la presio´n acimutal y la densidad de corriente planar del disco, previa-
mente generado. Se mostro´ que esta condicio´n se satisface si suponemos que los
dos fluidos cargados contra-rotantes circulan a lo largo de electro-geode´sicas
con velocidades tangenciales iguales y opuestas.
En este trabajo se presentaron tres ejemplos espec´ıficos basados en soluciones
simples a las ecuaciones de Einstein-Maxwell partiendo de soluciones gene-
radas mediante te´cnicas convencionales para tal efecto [25]. Se encontro´ que
el modelo de contra-rotacio´n tiene un comportamiento ma´s relativista cuan-
do se aplica a discos generados a partir de la solucio´n tipo Kerr, que cuando
se aplica a aquellos generados partiendo de las soluciones tipo Taub-NUT y
tipo Reissner-Nordstro¨m. Tambie´n se concluyo´ que la presencia de campos
magne´ticos puede inestabilizar el CRM ante perturbaciones radiales en el caso
de los discos construidos partiendo tanto de la solucio´n tipo Taub-NUT, como
de la tipo Reissner-Nordstro¨m. Rec´ıprocamente, el modelo de contra-rotacio´n
puede estabilizar los discos tomados de la solucio´n tipo Kerr. Tambie´n se cons-
truyeron algunos modelos de contra-rotacio´n muy estables ante perturbaciones
radiales con velocidades tangenciales contra-rotantes bien definidas.
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